GRUPO 1Ma (14-15) CALCULO Facultad de Informdtica (UPM)
15-Junio - 2015 Tiempo: 2 horas

10 20 30 40 59 suma

Nombre y matricula:

EXAMEN TEMA 1. Sucesiones, series, dos variables

1. (2 ptos.) Determinar el valor que ha de tener a € R para que se cumpla que
(72
s (=) = i (5) ™
2. (2 ptos.) Calcular el limite de la sucesidon con término general:
N+ DN +2)...(2n)
no n

(Ayuda: multiplicar y dividir por n! dentro de la raiz y aplicar Stirling)

3. (2 ptos.) Dada la funcidn

2xy
floy) =xz4yz 0¥ #(00)

0 , (x,¥) = (0,0)
a) (0,2 ptos.) Demostrar que f(x,y) = f G,i) y (0,5 ptos.) dibujar la curva de nivel

flx,y) =1,V(x,y) # (0,0)
b) (1,3 ptos.) Analizar la continuidad en el origen de la funcion.

4, (2 ptos.) Dar el radio de convergencia (1 pto.), intervalo de convergencia de la serie de potencias, (1 pto.)

0= ()

(2 ptos.) Estudiar la convergencia de las siguientes series:
w n
a)(0,5 ptos.) X iy
b)(olg ptos') Z‘gj:l 2

(n)?
(2n)!
C)(OI 7 ptos') Z‘;.lozl

ol

(4n+1)2n
(5n%2+1)n
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EXAMEN TEMA 1. Sucesiones, series, dos variables

1 (2 ptos.) Determinar el valor que ha de tener a € R para que se cumpla que
n—l)

(_
i ()= (2

n-oo n—-oo

SOLUCION:
Calculemos
\/n2 _ 1/ 2 2 2
lim (\/n2+an—n) = lim( n’+an n)( n +an+n) = limu
e e (VnZ +an +n) now (VnZ + an + n)

an

an
= lim —————=lim L ==
noo (VnZ +an+n) o ’n_z_l_@_i_ﬁ 2
n? " n? ' n

- . m-1
(3n + 1)(2_5) <1_ (3n + 1))1115&(2_”) 3
= 1 —_— -

n—-oo

2n—4 o \2n—4 =

lim

n—»oo

Por lo tanto a = 3.

2. (2 ptos.) Calcular el limite de la sucesidén con término general:
Vn+1Dn+2)....(2n)
n= n

(Ayuda: multiplicar y dividir por n! dentro de la raiz y aplicar Stirling)

SOLUCION:
Vn+1Dm+2)....(2n) = ”\/
=e"1(2)nVV2

nln+1)(n+2)...2n)_n|(2n)! _ nle 2"(2n)?"/imn _ " n n n 5
n! _\/ n! _\/ e-"(n)"W2rn € (2) (Tl) \/E_

6‘1(2)211% 4 1

. 1 . 4
lim ¢, = lim,_, o =—lim 22n = -
n—oo n e n—oo e
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3. (2 ptos.) Dada la funcién
2xy
fooy) =dxz g2 BV # 00
0 ,(xy)=(00)

a) (0,2 ptos.) Demostrar que f(x,y) = f(i,%) y (0,5 ptos.) dibujar la curva de

nivel

flx,y) =1,V(x,y) # (0,0)
b) (1,3 ptos.) Analizar la continuidad en el origen de la funcién

SOLUCION:
2 2
T\ __xy _
a) f(x’y)_iz+i2_x2+y2_ x2+y? =f(xy)
x2 'y *x2y2
f,y)=1=>x*+y*=2xy=>x*+y?-2xy=0=>(x—-y)’=0x=y
Por lo tanto se trata de la bisectriz del primer cuadrante
b) Comprobamos las condiciones de continuidad: 1. 3f(0,0) =0 , 2.

¢ 3limyy)-(0,0) f (X, ¥)? Vamos a ver con un cambio a polares

2p% cosOsinf
flx,y) = llmp—2 =2cos@sinf
ey To0) p
x=pcos 6
y=psinf

De donde deducimos que dicho limite no existe, con lo cual no es continua

Conclusion: la funcién no es continua en el origen.

4, (2 ptos.) Dar el radio de convergencia (1 pto.), intervalo de convergencia de la serie de
potencias, (1 pto.)

s:z
(x n+1

n=1

SOLUCION:

Calculemos con la férmula de la raiz su radio de convergencia, entonces
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i |(-2)" = i () = (1-1) = etz = 1

n—-oo n-o \N + 1 n—-oo

Por lo que el radio de convergencia vale R=e y el intervalo de convergencia es (—e, +e).

5. (2 ptos.) Estudiar la convergencia de las siguientes series:
o _Vn
a)(015 ptos') Zn:lnz_:_ll
b)(0,8 ptos.) Xn=1 7

(nh)?
(2n)!
2n
0)(0,7 ptos.) Yie, D

(5n2+1)n

SOLUCION:

Vn , . 1
a) Y1 EIT compardandola con la serie Z;‘{’zlm calculamos

_yn_ 2
onf+1 n®
A U v Skl

3

n’2

1 . - )
Y como Yp—q —3/- converge, lo hard también la del enunciado
n’/’z2

N2
b)Ym—q (n!) aplicando el criterio del cociente

@ny
lim B n+D!'n+D!'2n)! (n+ 1)? _1<1
nbe @, abe (M) (2n+2)!  nbe(2n+2)2n+2) 4

Por lo que se trata de una serie convergente.

2n
)Y meq E:Z:ii)n ahora aplicamos el criterio de la raiz
- _ (4n+1)?% 16
AN = ) 5 1

Por lo que se trata de una serie divergente.
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EXAMEN TEMA 1. Sucesiones, series, dos variables

1. (2 ptos.) Calcular el limite de las sucesiones con término general:
n|nl!
an = ﬁ
SOLUCION:
n n lim(1-2-1)n
m-Z= lim "2 = lim —2—=1lim L(l - l) =e (n—& ) = e, por el criterio de razén y raiz.
n-oo n n-oco\yn n-oo (n-1)! n-oo n—1 n
(n-1H(n-1
2. (2 ptos.) Analizar la continuidad en el origen de la funcién
6
y
,(x,¥) # (0,0)

flx,y) =42 —x)? +y°
0 , (x,¥) = (0,0)

SOLUCION:

Comprobamos las condiciones de continuidad: 1. 3f(0,0) = 0, 2. ¢ 3lim(,.,y,(0,0) f (%, ¥)? Vamos a ver los
limites reiterados

06
hm (hm f(x, y)) = lim 5 =0
7\ (02— %) +0°

y° y° y?
}gr(l)(hmf(x y)) h_r)r(1)<(y —0)Z 40 ) Z;%<y4+y6> :}C%<—1+y2> =0

Al ser iguales, sélo podemos deducir que si existe el limite, ha de valer este valor comun. Calculemos dicho

limite por pardbolas

3
(xy)—>(0 O)f(x ¥) =1y ((x x)? + x3>
y=vx

Como éste valor es distinto del valor que habria de tener el limite, si existiera, deducimos que el limite de la
funcién en el origen no existe.
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Conclusion: la funcién no es continua en el origen.

3. (2 ptos.) Estudiar la convergencia de la siguiente serie:

! 2
R

SOLUCION:
Al tratarse de una STP podemos usar el criterio del cociente, entonces
2 2
n 2
ot . (DY 3 Cm+1D)° 1 n*+2n+1
e, A 7 2 Mmoo T 3AmT gn
n 3 +)° (nl) 3 9
2 2 .
Pero 1im 2E2nHL =y X220 ooy, 2XH2 2y 2 =0, aplicando dos veces
n-oo x—00 9 ® x-509"In9 0 x—00 gx(lng)

consecutivas la regla de LHopital. Por lo tanto

. An+1
lim

=0<1
n—oo an
Y la serie dada es convergente.
1
4. 2 ptos.) Dada la funcién f(x,y) = —————, se pide a) (1 pto.)calcular su dominio de

2

definicion y b) (1 pto.)calcular lim,. .y 0,1 x2+(9;——1)2

SOLUCION:
a) Calculemos los puntos que anulan el denominador de la funcién,

ln(\/x2+(y—1)2)=0<:>‘/x2+(y—1)2=1(:>x2+(y—1)2=1

Estos son los de la circunferencia centrada en el punto (0,1) y de radio uno. En estos puntos la funcién no
esta definida. Tampoco lo esta en los que hacen negativo (ninguno) o cero el argumento del logaritmo, esto es
en el punto (0,1). La raiz no excluye puntos del dominio ya que su argumento es siempre positivo
(suma de cuadrados) .

Conclusién Dom(f)= {(x,¥): (x,y) # (0,1),x? + (y — 1)? # 1}.

x? _0_{ X =pcosf }
y=1+psinf

(p cos 8)? _
(pcos6)2+(psin6)2

= lim p—0
0s6<2m
= ll)i_r)r(l) (cos8)? = (cos 8)?, d e dénde concluimos que dicho limite no existe

b) lim(x,y)—)(O,l) x2+(y—1)2 ~ 0

0<6<2m
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5.

(2 ptos.) Dar el radio de convergencia, intervalo de convergencia de |a serie de potencias(1 pto.)

o1
W=, o

Sumadndola, si es posible para x=1. (1 pto.)

SOLUCION:

Calculemos con la férmula del cociente su radio de convergencia, entonces

lim fnsa = lim (n— Dn = 1 = 1

e hyncen(n+ 1) R

Por lo que el radio de convergencia vale R=1y el intervalo de convergencia es (—1, +1).

1
. ;. . (0]
Para X=1, la serie numérica asociada es S=Zn:2 ﬁ,
n—1)n

1 1 1
Pero -

(n-1)n - (n-1) n

1 1

(0] . ’ . .
Entonces S=§:n=2 —( ) — =. Calculamos, a partir de aqui las sumas parciales sucesivas
n—1 n

1 1.1 1 1.1 1 1 1
52_1_5'53_1_E+E_§'S4_1_E+E_§+§_Z’"'"""
1
SN:l_N
Con lo que la suma de la serie vale I\IIimSN = liml— 5 =1

N—-oo N E




